








































い。このときに、注目しておくべき事の一つに散乱体の大きさと、入射粒子の de Broglie 波
長との関係がある。
問) 運動エネルギーが 1 eV から １ GeV まで変化するとき、電子と陽子の de Broglie 波
長はどの程度変化するか？
1






系の長さを規定する物理量は換算質量に対する de Broglie 波長しか登場しない。
ここで、静電気及び静磁気に関するクーロン力についてのコメントをはさんでおこう。電






































散乱には inelastic scattering、 広義の非弾性散乱には non-elastic scattering とでも言葉を
















注：Nuclear Physics という雑誌が発行されている。これが、A と B という２分冊になっ
たのが、１９６７年である。これより古くは、Nuclear Physics と Subatomic Physics とは











































































` と磁気量子数 m である。動径方向波動関数の値が０となる回数 n が使われる。有る種の






3/2)~ω。但し、この式では n=0 から始まる。~ω = 40A1/3 という数値を使う場合が多い。











しい事は当面無視する。以下の Woods-Saxon (逆 Fermi ) 型というのが良く使われる。
V (r) =
V0






文字で書く。具体的には、動径方向波動関数の零点数、全角運動量 j とその z 成分 m、ア
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イソスピンの z 成分 n と思っておく。この状態の creation operator を c†α とする。空孔状
態の creation operator を a†α とすると、粒子の creation operator とは以下の関係がある。
a†jmn = (−1)j+m+1/2+ncj−m−n ≡ cgjmn
～記号は時間反転という物理的な意味がある。ここに登場した数値、１／２はアイソスピン




















c†αcα → aα˜a†α˜ = 1− a†α˜aα˜
の様に書き換える。その結果、



















a†γ˜aα˜aβ˜, const. = 2
∑
a





















的に a ≤ b としておく。
この基底は、殻模型の真空 |0) に単一粒子状態 α、と β に粒子を一つずつくっつけて、





1 if a 6= b
1/
√
2 a=b and I+T=odd
この式を導くには、以下の Clebsch-Gordan 係数の対称性を使用する。
(j1m1 j2m2|JM) = (−1)j1+j2−J(j2m2 j1m1|JM)
a=b でかつ I＋ T が偶数というのは Pauli 原理により禁じられている。基底の内積を計算
してみれば分かることであるが、この場合には、Nab = 0 という結論が得られる。
２体の相互作用の行列要素は、
((ab)IMTN |Hint|(cd)IMTN) = 4NabNcd
∑








(αβ|I)(γ δ|I)H(a, b, c, d; IT )
ここで与えた行列要素 H(a、b、c、d；I T)は、単一粒子エネルギー ²a と一緒に 0p shell核
に対して、Cohenと Kurathが Nucl. Phys. 73(765) 1に、sd shell核に対して、Wildenthal
が Progress in Particle and Nuclear Physics vol II (’83) p5 に与えている。これより重い
原子核に対する系統的な計算がなされているかどうかは知らない。












(1 + δab) I+T is odd if a=b
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この基底を用いたハミルトニアンの行列要素を書き下せば以下の様になる。




J ′ T ′
(2J ′ + 1)(2T ′ + 1)
2
×∑x=a,b{∑y H(x, y, x, y; J ′T ′)(2jx + 1)N2xy
}







J ′ T ′ y
(2J ′ + 1)(2T ′ + 1)
2








この式の norm を計算する際に、後の都合の為に、bra の部分の量子数に対しては ’ を付
けておいた。したがって、下の式で a = a′ 等と置くと、規格化定数は簡単に書き下せる。
N−2 = δcc′δdd′{δaa′δbb′ − (−)a+b−Dδab′δba′}
+ (−)D+EDˆDˆ′W (a, b, c, E;D,D′)δbc′{(−)cδab′δca′ − (−)a+D′δaa′δb′c}




(2ID + 1)(2TD + 1)








連して、cfp (coefficeint of fractional parentage) というキーワードでここいらの事情が登場
する。



















2W (a, c, a, E;F,D)W (a′, c′, a′, E;F,D′)H(a′, c′, a, c;F )δaa′
−2DˆDˆ′W (a, c, a, E;D′, D)H(a′, a′, a, c+D′((−)a+Eδac′
−2DˆDˆ′W (a′, c′, a′, E;D,D′)H(a′, c′, a, a+D)(−)a′+Eδac′









簡単な場合として 14N の１ + T=0 、０ + T=1 状態を 16O の２空孔状態として計算した
結果を例示しておこう。この場合 p1/2, p3/2 状態を考慮する。単一粒子状態のエネルギーは
²1/2=2.42 MeV, ²3/2=1.13 MeV という値をもちいる。H(j1, j2, j3, j4；IT )の値は、先に引
用した Cohen-Kurath の論文で (8-16)POT と呼ばれているものを用いる。単一空孔状態エ










0+ 1 16.29 -0.914 0.406
1+ 0 15.21 0.945 0.298 0.137
1+ 0 3.59 -0.319 0.932 0.173
0+ 1 2.68 0.406 0.914
1+ 0 0.00 -0.076 -0.207 0.975
Ipi T Ex (MeV) (p3/2)
2 (p1/2p3/2) (p1/2)
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始状態 |A) =∑a≤b S(A; ab)(α, β|A)a†αa†β|0)
終状態 |B) =∑c≤d S(B; cd)(γ, δ|B)a†γa†δ|0)
この様な状態間で、j1 状態にあった粒子が j2 状態に励起されるとすると以下の様な行列
要素を計算すれば良い。換算行列要素で記すと
(B ‖ [c†j2cj1 ]j ‖A)=
∑
(−)j1+IC−IB−TB jˆAˆBˆW (A, j2, I, j1;C, j)
×




ら、始状態では a 又は b は状態 １ に等しくなければならず、等しくなかった方は反応に関
与しないので終状態の内の c 又は d 状態に等しくなければならない。同様の事情は終状態
と状態 ２ の間にもある。反応に関与しない状態を C (core)という記号で書いてある。傍観
者 ( spectator) と呼ばれることが多い。最後に、14N の第１励起状態 (Ex=2.68 MeV) を励
起する場合のこの行列要素の値を表にしておこう。








標的核 13N : |A) =
∑
S(A; ab(D), c)(α, β|D)(D, γ|A)a†αa†βa†γ|0)
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(B ‖c†j ‖A)= 2 AˆS(A; aa(D)c)S∗(B; de)∑{
(−)A+j−B δcjδBDδadδae















|(B |c†jm|A)|2 = (A |cjmc†jm|A) = (A |(1− njm) |A)









単一粒子状態 j は最大 (2 j＋１) 個の粒子がつまり得る。そして、(A｜
∑
m njm| A) は
基底状態 A に詰まっている j 状態の粒子数を与える。
即ち、この関係式を言葉で言うと、j を固定して全ての終状態に対して取った散乱強度の
和は、標的核の基底状態は、単一粒子状態がどの程度空いているかという割合に比例する。
直観的に言って、(d、p) 反応は中性子をくっつけるから、単一粒子状態 j を指定して考え
ると、状態 j が空いていないと反応は起こらない。空き状態が多ければ、その状態に入る確
率も高くなるという非常に単純な結論である。
ここでは、中性子をくっつける (d、p) 反応を例に取った。逆に中性子を取ってくる (p、







即ち、この手法では spectroscopic amplitude を１だと仮定したときの微分断面積その他の
観測可能量を、有る種のパラメータの関数として、予言してくれる。この計算値と、実験値
を比較すれば良いわけである。




来ていれば、その粒子の固有スピン s も非常に多くの場合分かっている。移行角運動量 j
は、ここで登場した ` と s とのベクトル和だからかなり可能性は制限されるが、一般には









の教科書 (G 4.15) 式では、以下の様に書いてあった。





I` = G` − i F`, O` = G` + i F` (2)
をそれぞれ内向きと外向きの進行波とするから、
F` + T`(G` + i F`) =
−1
2i
(I` − S`O`) (3)
と変形できる。但し、
S` = 1 + 2 i T` = 1 + 2 i e















∇2 + V − iW )ψ∗ = Eψ∗ (6)




(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗) + 2 iψ∗W ψ = 0 (7)
更に原点を中心とする大きな球面の内部で体積分する。その結果、∫
~i · d~S = 2
~
















(2 `+ 1)|S`|2 (9)




(2 ` + 1)(1− |S`|2) = − 2~v < W > (10)
という関係式が得られる。左辺は、流入した流速と流れ出した流速の差というイメージであ






k2 (2 s + 1)
∑
`, j










この結果、a も N も束縛状態に入ってしまう。全系のエネルギーとしては 入射粒子 a を
放出しても良いのだが、上の右の図の様な状態になると実質的に粒子放出は禁止されてし






























{I` − S`,j O`}
×(`,m`, sa,ma|j,m)(`,m′`, sa,m′a|j,m)Y ∗`,m`(kˆa)Y`,m′`(rˆ)
式の意味は、多分分かるだろうが、 I`, O` は内向きと外向きのクーロン波動関数である。






















I → exp (−ikr + · · · ), O → exp (ikr + · · · ) (14)
流れの密度を計算するとき、動径部分や角度部分の微分が登場するが、上に記した位相部分









(2`+ 1)(`, 0, s,ms|jms)2|S`,j|2 (15)
となり、内向き流量は上の式で全体に負号をつけ、|S`,j|2 の部分を１とすればよい。ここで、





































(2s+ 1)(2IA + 1)
∆(`, α,ΠJ)σ
ms
`,j (j,ms, IA,MA|J,MJ)2 (18)
但しここで、∆(`, α,ΠJ) はパリティーの保存則を満たすための記号である。相対運動に





(a, α, b, β|c, γ)2 = (−)b+β (2c+ 1)
∑
λ
(a, α, a,−α|λ, 0)
× (c,−γ, c, γ|λ, 0)W (a, c, a, c; b, λ) (19)
この式は二つの CGの積を 二つの CG と W係数 の積和で表す以下の式と CG の対象性
を利用すれば導ける。




(b β d δ|f β + δ) (a α f β + δ|c γ) W (a b c d; e f) (20)
次の記号を導入する。
Z(`1, j1, `2, j2; s, L) ≡
√
(2`1 + 1)(2`2 + 1)(2j1 + 1)(2j2 + 1)




















(j,ms, j,−ms|L′, 0) (J,−MJ , J,MJ |L′, 0)W (j, J, j, J ; IA, L′) (22)




(2s+ 1)(2IA + 1) k2
∑
(−)s+IA+2j−L+MJ (J,−MJ , J,MJ |L, 0) τ(α) (23)





∆(`, x,ΠJ)(2J + 1)Z(`, j, `, j; s, L)W (j, J, j, J ; I, L)T`,j (24)
この式の右辺の物理量には、左辺の x で指定されるチャネルの下付き記号が付く。
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式 (23) はスピン s、軌道角運動量が `、その和が s + l = j で与えられる粒子が,スピン
Ia の標的に吸収され、スピンとパリティーが J, MJ , ΠJ の複合核を作る断面積を与える。






msb ,MB ,m`b ,`b,jb
(`b,m`b , sb,msb|jb,mb)2





∗ Y`,m`b (θ, φ) =
∑
Lb
(−)m`b 2`b + 1
4pi
× (`b, 0, `b, 0|Lb, 0) (`b,m`b , `,−m`b|Lb, 0) PLb(cos (θ)) (26)
次に、(`b,m`b , sb,msb|jb,mb)2 を (19)を用いて変形した後、この式に掛け、m`b+msb = mb
を固定して、m`b , msb で和をとると、() を用い、
∑
m`b






(jb,−mb, jb,mb|Lb, 0)Z(`b, jb, `b, jb; sb, Lb)PLb(cos(θ)) (27)
更に、(jb,mb, IB,MB|J,MJ)2 を (19)を用いて変形した後でこの式に掛け、mb+MB =MJ




(−)sb+IB+2jb−Lb+MJ (J,−MJ , J,MJ |Lb, 0)τ(β)PLb(cos(θ)) (28)
これで、τ(x) という因子が入口と出口に共通に表れるから、先に述べた相対確率という意
味が納得できるだろう。この w を σJ,MJ ,ΠJ に掛けると、a+A というチャネルを経由して
作られた複合格 (J,MJ ,ΠJ) が b＋ B チャネルに崩壊するという相対確率と角分布が評価
できる。先ず、積の位相の部分を処理しておこう。
位相 = (−)sa+IA+2ja−La+MJ+sb+IB+2jb−Lb+MJ = (−)IA−sa−IB+sb−La+Lb (29)
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ここで、s + I +MJ と s + j は整数であることを使った。これで、複合核のスピン方向
(MJ) について和をとる準備が出来た。和をとると、最後まで残った Clebsch-Gordan 係数
が消えて、δLa,Lb が登場する。ここまでで、∑
MJ
σ(J,MJ ,Πj) ∝ (−)
IA−sa−IB+sb






σc(α→ β) = (−)
IA−sa−IB+sb







この式のγに付いての和は、外側に有る和の指数、J,ΠJ , L と矛盾しない範囲でとる。
式の導出を振り返ってみると、角運動量の結合法則はきちんと取り入れるが、異なる部分
からの干渉効果は完全に無視している。この結果、上の公式に登場する L は偶数のみであ
る。形式的には、Z 係数の中にパリティー Clebsch-Gordan 係数が登場している事からの
結論である。別の言葉で言うと、入射粒子の運動量が z 軸方向を向いているので、この運
動量と位置座標のベクトル積できまる入射粒子の軌道角運動量は必ず z 軸に直交している。



















が１である事が、Murphy と Johnston により調べられた。ここで中性子が、Rutherford が
存在を予想していた陽子と電子の強固な束縛状態である可能性を否定された。陽子の磁気能
率が測定されたのは、１９３３年の Stern と Estermann の実験による。この実験で、陽子














隔たっている事が分かった。3S 状態と 1S 状態で、p+n 反応の断面積が大きく異なる
と言われたのは１９３５年である (Wigner)。
２. 重陽子の電気的４重極能率が０でない事を示したのは、１９５０年の Kolsky 達の
仕事である。このことは、重陽子の基底状態における、テンソル力による S,D 状態の
混合を意味する。
３. 原子核の束縛エネルギーや磁気能率等のデータから magic number が提案された。
２８ 以上の magic number を説明するためには、スピン・軌道力が必要であるという
21
事が認識されたのは、１９４９年らしい。(G. Mayer が詳細な論文を書いたのは翌年)
p＋ 4He の２回散乱実験で 5Li の p3/2、p1/2 共鳴準位の順番が確定したのは １９５２
年の事である。(Heusinkveld and Freier)





















性子が有り、個々の粒子のスピン波動関数は ψi = ai α + bi β と与えられる。α, β は sz の























ある混合状態は、量子数 α で記述される状態を含む確率を pα とする。当然、
∑





pα < α|Ω|α >
22




|i >< i|α >




pα < α|j >< j|Ω|i >< i|α >=
∑
i,j





< i|α > pα < α|j > , 又はρ ≡
∑
α
|α > pα < α|
周りくどい変形をしているようだが、完全系 |i > は既知だとすると < j|Ω|i > は完全に定
義された量であり、混合状態を記述する量 < i|ρ|j > との積和に分離したことになる。この
分離に依り、演算子の性質を混合状態とは独立に議論出来る。





と書く。上の成分が sz = 1/2、下の成
分が sz = −1/2 状態を表す。スピンの向きが、量子化軸 (z 軸) と平行でなければ、純粋状
態といえども複数の成分を有する。但し、純粋状態では混じり合う時の大きさ以外に位相ま











この２行２列の行列を、単位行列 1 と Pauli 行列 σ で展開する。
Pα = a01+ a · σ =
(
a0 + az ax − iay
ax + iay a0 − az
)
この両者を比較すると、
a0 = (|a|2 + |b|2)/2 = 1/2, ax = (ab∗ + ba∗)/2, ay = i(ab∗ − ba∗)/2, az = (|a|2 − |b|2)/2
ここで登場した ax, ay は < s− >, < s+ > にも組合せを変えて登場している事に注意。
状態αはベクトル a でも表現出来る事がこれで分かる。先には、二つの複素数 a,b (４個
の実数)で表現したが規格化条件があるので３個の実数だけが独立だから３個の実数をベク
トルで表現出来るならば、独立量に関する限りは矛盾は無い。状態 |α > とは直交する状態
|β > があり、こちらはベクトル b で記述出来るとする。状態 |α > と |β > とが確率 pα,
pβ で混じり合っている状態の密度行列は以下の様に与えられる。
ρ = {1/21+ a · σ}pα + {1/21+ b · σ}pβ = 1
2
1+ (pαa+ pβb · σ) = 1
2
1+ c · σ
23





１) ρ は Hermit である。
２) Tr(ρ)=１。
３) Tr(ρ2)≤ １
４) 演算子 Ω の期待値は Tr(Ωρ)=Tr(ρΩ) で与えられる。























(2s+ 1)(2k + 1)
τk,q は、Wigner-Eckert の定理を満足するから、k 次の球テンソル演算子である。τkq の期










































この式は、(２ s＋１)行 (２ s＋１)列の密度行列を演算子 τk,q で展開した時の展開係数が、
tk,q/(2s+ 1) で有ることを述べている。別の言い方ををすれば、密度行列のうち、角運動量
(k、q) と同じ変換性を有する部分がどの程度有るかを示すのが tk,q である。
τk,q の作り方
スピン演算子 sを用いて k 階のテンソル sk,q を作ったとすると、
τk,q =
√
(2s+ 1)(2k + 1)sk,q/(s‖sk‖s)
Wigner-Eckart の定理より、τk,q と sk,q は比例し、比例係数の比は、換算行列要素の比にな
るからである。即ち、スピン演算子を用いて高階のテンソルを作り、適当に規格化したのが
τkq である。
s=１/２ の場合の τk,q は、
s±1 = ∓ 1√
2




 1 0 00 1 0
0 0 1
 τ1,1 = −√3
2










 0 0 10 0 0
0 0 0
 τ2,1 = −√3
2
 0 1 00 0 −1
0 0 0
 τ2,0 = 1√
2





ある座標系 C をオイラー角 (α, β, γ) だけ回転した座標系を C’ とする。二つの座標系を区



























特に、軸対称な系では、q＝０ でなければ tk,q = 0 である事が導ける。
例：スピン１の系があり、t0,0, t1,0, t2,0 のみが０でない事が分かっていたとする。この系
を別の座標系 C’ から見る。但し、C 座標系の量子化軸の極角と方位角は、 C’ 座標系では









−1,1 = cos θ(t1,0)c
ここで、以下の事実を使用した。
(t1,1)c = (t1,−1)c = 0, D
(1)
0,0 = cos θ
同様に、
(t1,1)c′ = − 1√
2
sin θ exp (iφ)(t1,0)c, (t2,0)c′ =






















一次粒子と二次粒子のスピン波動関数を |sa,ma > |sb,mb > と書く。この両者を関係付け
る行列を M と書く。常識的な散乱行列のスピン表示と思えば良い。







応後どのようになるかが M に依り与えられている。まず、右側は、|sa,ma >→ |sa,ma ><
sa,ma|M †|sb,mb > 、一方左側は、< sa,ma′| →< sb,mb′|M |sa,ma′ >< sa,ma′| と変換さ
れるから、全体では以下の様に変換される。
< sb,mb′|M |sa,ma′ >< sa,ma′|ρi|sa,ma >< sa,ma|M †|sb,mb >∝< sb,mb′|ρf |sb,mb >
一方、これは終状態の密度行列の行列要素であるはずだから、右辺の比例関係が成立せね
ばならない。
ところで、M は一般に ユニタリー行列ではないので、flux は保存しない。どこかで規格
化の作業をしなければならない。













2k + 1(sb, β, k, q|sa, α)
次に、反応前後のスピンの相関 (偏極移行係数)の計算をする。


























































3σ = 2{|A|2 + |B|2 + |C|2 + |D|2}+ |E|2
σ は微分断面積であり、３はスピン多重度である。
3σ × (iT1,1) =
√
6Im{B∗(A− C) + E∗D}
3σ × (T2,1) = −
√
6Re{B∗(A− C) + E∗D}
3σ × (T2,0) =
√
2{|A|2 − 2|B|2 + |C|2 + |D|2 − |E|2}





































図 (０) は、思考の出発点であり、原点にある標的に向かって z 軸の負の向きから入射粒
子が入って来る。その粒子のスピンは、もう一つの矢印で与えられている。習慣的に、放出
粒子は xz 面内に有り反応面に垂直に y 軸をとる。(１) は (０)の図に対して、パリティー
変換を施して座標系の向きを変えた物であり、(２) は (１) に対して、y’ 軸を回転軸として
１８０度の回転を施してある。一方 (３) は (０)に対して反応面 (x-z 面)に対して鏡映を施
してある。結果的に、(２)と (３)は一致すると言う事実を使う。
パリティー変換に依り、全系のパリティーは ΠaΠAΠbΠB だけ変化する。新 y 軸の周りの




ΠaΠA exp {ipi((sa)y + (IA)y)} = ΠbΠB exp {ipi((sb)y + (IB)y)}
例： テンソル分析能の絶対測定への応用
16O(d,α)14N(2.31 MeV, 0+) 反応を考える。先ず、この反応に関与する粒子の固有パリ
ティーは全て＋ であり、入射重陽子だけがスピンを有するので、この重陽子のスピンの z
成分だけを考慮すればよい。先ず、スピン１に対し、α = γ = 0, β = pi というオイラー角に
対する D 関数は
D(1)(0, pi, 0) =




Ry(pi)|1, 1 >= |1,−1 > , Ry(pi)|1, 0 >= −|1, 0 > , Ry(pi)|1,−1 >= |1, 1 >
である。この操作で |1, 0 > 状態は符号が変わるから、この反応には寄与しない。又、






, iT1,1 = T2,1 = 0
となり、T2,0, T2,2 は以下の様な計算が出来る。T2,0 の計算を露わに書くと、
3σT2,0 = (f, 0, f)
1√
2





























する方法として、Rawitscher[１] の論文があり、最終的に Continuum Discretized Coupled
Channels (CDCC) という名前で理解される事となった。
詳細は開発者達の報告書 [２] を参照するのが最も良いと考える。
このメモでは、重陽子に特化して p-n 系の内部運動の波動関数の記述と CDCC の簡単な







従って、CDCC では、全系を陽子 p、 中性子 n 及び標的核 T の３個で構成されると考
える。全系のハミルトニアン H を、以下の様に書く、
H = TR + Vp(rp) + Vn(rn) +Hρ.
全系の波動関数は、標的 T から見た陽子と中性子の運動と言えばよいから、rp, rn とい













ρ = rn − rp
31
rp, rn から R, ρ という座標変数への変換のヤコビアンは１であるから、位相空間の体積
の大きさの変化は考える必要が無い。




全系の波動関数 Ψ は、角運動量の固有状態 ΨJ, M で展開される。この展開係数は、
Glendenning の教科書の p35-36 に記載された様な方法で、規格化される。






ここに書いた c での和は、p− n 系の束縛状態及び全ての散乱状態を示しているので、連
続エネルギーに対応する散乱状態に対しては、本当は和ではなくて積分で表示されるべきだ













φˆc,n(ρ) = uˆc,n(ρ)/ρ i
`Y`, s, I, µ(ρˆ, ξ)
ここで、ξ は重陽子内の核子スピンを表す変数である。Y はスピン・角度波動関数と呼ばれ、








当然、 Pλ は Legendre 関数であり、その変数は二つの単位ベクトルの内積である。32
これだけの準備をして、波動関数をシュレーディンガー方程式に代入し、左から p-n 系の
波動関数及び重心系のスピン・角度波動関数
{uˆβc,n(kcn, ρ)iLc+`c [Y`c,s,Ic YLc ]J,µ0}∗































n, R) = 0, at R = 0
χJc,n(K
c
















Hρ は、p-n 系の束縛状態及び散乱状態を記述する。参考論文 [２] では、p-n 系の記述が少
ないので、少し丁寧に書いておこう。ここでは、陽子や中性子のスピンの向きが散乱過程で
変化しないと仮定するので、スピン３重状態に限定する。Hρ に関する具体的な表現と数値









uc`c(k, ρ)Y`c,S,I,µ, Y`,S,I,µ ≡ i`[Y`(ρˆ)φS]I,µ
33










結合状態は、テンソル力が無視出来る極限で、軌道角運動量が I−1 (I+1) の状態が主成分と











c sin (kρ− (I − 1)pi/2 + α)













−s sin (kρ− (I − 1)pi/2 + γ)
c sin (kρ− (I + 1)pi/2 + γ)
)
.
ここでαとγは、それぞれの状態の位相のずれをも表現している。但し、c = cos ²、及び




c2 exp (2iα) + s2 exp (2iγ), cs{exp (2iα)− exp (2iγ)}




α+ γ = α¯+ γ¯
sin (α¯− γ¯) = tan 2²¯
tan 2²









更に散乱状態の波数 kに、上限 kmax を設ける。実用的な計算には、p-n系として 3S1−3D1、
3D2,3,
3P0,1、3P2 − 3F2 の６個のスピン状態に限定する。結合状態はハイフン で繋がれて
いる。
ポテンシャルの多重極展開






vλx(R, ρ)Pλ(Rˆ · ρˆ), x=p or n.
この展開は数値的に実行する。ある種のポテンシャルに対しては、解析的に多重極展開が出
来る。２体相互作用の多重極展開というメモが参考になるだろう。
スピン・軌道ポテンシャルの展開では、陽子 (中性子)のスピンを sp(sn) とし、核子ポテ
ンシャルの関数形が陽子と中性子とで同じならば、以下の様に書ける [1]。
V SOp (rp)`p · σp + V SOn (rn)`n · σn =
1
2
{(Vp(rp)SO + Vn(rn)SO}(L+ `) · (sp + sn) + · · ·
· · · の項は、∇ を含む項や、sp − sn の項が登場するが、これらは無視した。





Dirac による Dirac 方程式の導入後、真空偏極に付いて考察せねばならなくなった。第１近













dr′r′ρC(r′){K0(2|R− r′|/λ–e)−K0(2|R + r′|/λ–e)}
ここで ρC(R) は、 標的核の電荷密度であり、一様に帯電した球を仮定する。α は微細構造





dt exp (−x t)
√
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古典力学では、角運動量 L は位置ベクトル r と運動量 p とのベクトル積として定義された。





[Lx, Ly] = i Lz (0− 2)
この関係は、以下の様に書かれる場合も多い。




[L2, Lx] = [L
2, Ly] = [L
2, Lz] = 0 (0− 3)
個別の成分同士は非可換であるが、２乗とは全ての成分が可換であるから、L2 と どれか一






















能性を考慮して、角運動量の記号を L から、j に変更しておく。
(0-2),(0-3) の交換関係を考慮し、j2 と jz の固有値を A、B と書き、その同時固有関数を
|A,B > と記す。
即ち、
j2|A,B >= A|A,B >, jz|A,B >= B|A,B > (1− 2)37
角運動量はエルミートであるから固有値は実数であり、A を与えた時、B の値には以下の制
限がある。




z >≥< j2z >= B2 (1− 3)
次の jz に関する昇降演算子を定義する。
j± = jx ± i jy (1− 4)
この演算子は以下の交換関係を満足する。
[jz, j±] = ±j± (1− 5)
これから、
[jz, j±]|A,B >= jz j±|A,B > −B j±|A,B >= ± j±|A,B > (1− 6)
又は、
jz j±|A,B >= (B ± 1)j±|A,B >∝ |A,B ± 1 > (1− 7)
即ち、j± を |A,B > に演算すると磁気量子数 B の値が１だけ増減する。この意味で、昇降
演算子と呼ばれる。|A,B > に順次 j+ を演算して B の値を一つずつ増す事が可能である
が、(1-3) により、B2 には上限が与えられているので、B の上限と下限を Bmax, Bmin と書
く。一方、以下の関係式が書ける。




z = j+ j− − jz + j2z = j− j+ + jz + j2z (1− 8)
この式から、
A = Bmax +B
2
max = −Bmin +B2min (1− 9)
この式から、
(Bmax +Bmin)(Bmax −Bmin + 1) = 0 (1− 10)
を得る。Bmax ≥ Bmin であるから、左辺第２項は正である。従って、
Bmin = −Bmax (1− 11)
が結論される。|A,Bmax > に N 回 j− を演算すると |A,Bmin > が得られるとすると、
Bmin +N = Bmax となる N が存在する。即ち、
Bmax = −Bmin = N/2 (1− 12)
となる０又は正の整数 N が存在する。Bmax = N/2 = j と書く。(1-9) より、
A = j(j + 1) (1− 13)
固有値が確定した。今後 |A,B > のかわりに、|j,m > という記号を使用する。
j2|j,m >= j(j + 1)|j,m >, jz|j,m >= m|j,m > (1− 14)38
j を与えた時、磁気量子数 m の取り得る値は、m = −j から１ずつ増え、m = j 迄の
(2j+1) 個あり、この (2j+1) はスピン多重度と呼ばれる。
(1-8),(1-14) より以下の関係式が導かれる。




(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1 > (1− 16)




































L2のこの表現は、極座標での∇2の角度部分に比例している。L2, Lz の固有値が `(`+1), m
をとる場合を取り上げる。
Lz|`,m >= −i ∂
∂φ





この関数が周期 2pi の周期を持つ為に、量子数 m は整数でなければならない。
Θ`,m は φ に依存しない。(2-4) は極角 θ と方位角 φ 依存性が変数分離された。極角成分















− ` cot θ
}
Θ`,−` = 0 (2− 6)
39
この微分方程式はすぐ解ける。











(`−m)! |`,m > (2− 8)
一方、
L+e




























(cos2 θ − 1)` (2− 11)
この右辺は、以下の様に書く場合も多い。



















j = j1 + j2 (3− 1)
この時、
[jx, jy] = ijz (3− 2)
40
であり、
[j2, jx] = [j
2, jy] = [j
2, jz] = 0 (3− 3)
も成立するから、j2, jz の同時固有状態を考える事が可能である。一方
j2 = j21 + j
2
2 + j1+j2− + j1−j2+ + 2j1zj2z (3− 4)
j2 と jz は j21 や j22 とは可換である事が判る。一方、j1z, j2z は j2 と交換しない。従って、全
系の角運動量を指定する固有値は、j1, j2, j, jz である。この合成系は、|j1,m1 > |j2,m2 >





|j1,m1 > |j2,m2 >< j1,m1 j2,m2|(j1, j2)j,m > (3− 5)
展開係数 < j1,m1 j2,m2|(j1, j2)j,m > は Clebsch-Gordan 係数と呼ばれる。簡単の為に、
< j1,m1 j2,m2|j,m > と書く。
先ず、j1,m1, j2,m2 を与えた時、 j,m の取り得る範囲を考えよう。(3-1) 式の z 成分を
取り上げると、
jz = j1z + j2z, 又は, m = m1 +m2 (3− 6)
即ち、磁気量子数は代数和を考えれば良い。従って、(3-5) 右辺の和では、(3-6) の条件を満
足する場合のみを取る。
j の範囲を考る。(3-6) から、< jz > の最大値、即ち j の最大値は j1 + j2 である。最小
値を決めるために、(3-5) に登場する独立な状態の数を数えれば良い。
(3-5) 右辺に登場する事が可能な独立な状態の数は (2j1 + 1) (2j2 + 1) である。一方、左
辺に登場できる j の値の下限を jmin と書くと
j1+j2∑
jmin
(2j + 1) = (2j1 + 1) (2j2 + 1) (3− 7)
が成立すべきである。これから、j の取り得る範囲が確定する。j,m について纏めると、
jmax = j1 + j2, jmin = |j1 − j2|, m = m1 +m2 (3− 8)
(3-5) を逆に解くと、
|j1,m1 > |j2,m2 >=
∑
j
< j1,m1, j2,m2|j,m > |j,m > (3− 9)
CG 係数の ユニタリー条件を以下に書いておこう。∑
m1




< j1,m1, j2,m−m1|j,m >< j1,m1, j2,m−m′1|j,m >= δm1,m′1 (3− 11)
4. Clebsch-Gordan 係数の具体的な計算
先ず、(3-5) で項が一つしか登場しない場合を取り上げる。
|j1 + j2, j1 + j2 >= |j1, j1 > |j2, j2 > (4− 1)
であるとすると、
< j1,m1 = j1, j2,m2 = j2|j = j1 + j2,m = j1 + j2 >= +1 (4− 2)
(3-1) と (1-16) の知識があると、j = j1 + j2 に関する CG 係数は計算可能である。
j の値が最大値とは異なる一般の場合を考える。(3-4) の行列要素を計算し、(3-5) を用いて
CG 係数が満足する漸化式をつくる。
但し、記号が面倒になるから C(m1,m2) ≡< j1,m1, j2,m2|j,m1 + m2 > と略する。
j1, j2, j は変化しないから書かないし、m = m1 +m2 である。
{j(j + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)− 2m1m2}C(m1,m2) =√
(j1 −m1)(j1 +m1 + 1)(j2 +m2)(j2 −m2 + 1)C(m1 + 1,m2 − 1)
+
√









図を見ながら、この３項漸化式の利用法を説明しよう。m(= m1 + m2) を与えると、
(m1, m2) 平面上に１本の直線が引ける。この直線上で、(4-3) の漸化式が有効である。
非物理的点 (m1 = m − j2 − 1,m2 = j2 + 1) での CG 係数は０であるから、(4-3) は
C(m1 = m − j2,m2 = j2) = C を未知数とすると C(m1 = m − j2 + 1,m2 = j2 − 1)
は、C に比例するある数として確定する。m1 の値を一つ増やして (4-3) を用いると、
C(m − j2 + 2, j2 − 2) も C の関数として確定する。このようにして、直線上にある全ての




C(m−m2,m2)2 = 1 (4− 4)
最後に、C の符号は正であるとする。
C = C(m1 = m− j2,m2 = j2) > 0 (4− 5)
これで、全ての不確定要素が無くなった。
CG 係数が満足する３項漸化式として、j1, m1, j2, m2 を固定 (従って m も固定される)
し、j のみを変化させるものも知られているが、導き方は少し複雑である。
5. CG 係数の対称性
CG 係数に対する一般式を書き下す事は、Wigner や Racah によってなされた。群論の知識
を仮定せずに、一般式を与えるには Racah のやり方が参考になる。紹介するには、沢山の
式を書かねばならないからサボる事にした。数値計算という意味では、上に記したやり方が








2 j3 + 1
< j1,m1, j2,m2|j3,−m3 > (5− 1)










１) 列の入れ換えが奇置換、２) 全ての磁気量子数の符号を変える という操作に対しては、
絶対値は変わらないが、(−1)j1+j2+j3 という符号が付く。







= {1 + (−1)j1+j2+j3}/2
× (−1)g
√
(2g − 2j1)!(2g − j2)!(2g − j3)!
(2g + 1)!
g!
(g − j1)(g − j2)!(g − j3)! (5− 2)
ここで、2g = j1 + j2 + j3 であり、右辺の先頭の因子は 2g が偶数でなければ０ とする為に
付けられた。この因子は、３個の軌道角運動量に対するパリティー保存を要求する時に登場
する場合がある。





























= δm1,m′1δm2,m′2 (5− 4)
角運動量の和の計算には CG 係数、各種の式変形には 3j 係数を利用すると言うのが実際
の使い分けの指針だろう。
個人的には、全てを CG 係数で行っているが。。。
6. ４個の角運動量の和と 9j 係数
４個の角運動量 ji, mi (i = 1, 2, 3, 4) を加える時には、複数の結合手順を考える事が出来
る。例えば、
j1 + j2 = J12, j3 + j4 = J34, J12 + J34 = J (6− 1)
j1 + j3 = J13, j2 + j4 = J24, J13 + J24 = J (6− 2)
という結合手順は中間状態は異なるが、最終結果は同じであるから、両結合手順で作られた
波動関数は、ユニタリー変換により関係をつける事が可能である。これを次の様に書こう。
|(j1, j3)J13, (j2, j4)J24; J,M >=
∑
J12, J34
< J13, J24; J |J12, J34; J > |(j1, j2)J12, (j3, j4)J34; J,M >
(6− 3)
< J13, J24; J |J12, J34; J >=
√

























× < j1,m1, j2,m2|J12,M12 >< j3,m3, j4,m4|J34,M34 >< J12,M12, J34,M34|J,M >
(6− 5)
長い式だ。ここで、(１) < j1,m1, j2,m2|J ′12,M12 > を掛け、M12(= m1+m2) を固定して、
m1, m2 で和をとる
(２) < j3,m3, j4,m4|J ′34,M34 > を掛け、M34(= m3 +m4) を固定して、m3, m4 で和を
とる
(３)更に、< J12,M12, J34,M34|J,M >を掛け、M(=M12+M34)を固定して、M12, M34
で和をとる。この結果、以下の 9j 係数を６個の CG 係数の積和で表現する式を得る。
√









< j1,m1, j3,m3|J13,M13 >< j2,m2, j4,m4|J24,M24 >
× < j1,m1, j2,m2|J12,M12 >< j3,m3, j4,m4|J34,M34 >































































タリー変換の規則とこれに付随する変換係数を導入する事が出来る。j4 = 0 としてみよう。
この時の、ユニタリー変換の変換行列要素は
√








































もしも 9j 係数の中で、 j3 = 0 とすると、ある意味で逆変換に対する 6j 係数が導ける。
< (j1, j2)J12j3; J |(j1, j3)J13j2; J >
= (−1)j1+j2+j3+J
√





























































2J ′ + 1
(7− 4)
対称性は、(7-3) と 3j 係数の対称性を利用する方が理解しやすいかも知れない。




6j 係数は (7-3) で 3j 係数とつながっているので、原理的には計算可能である。
二つの 6j 係数の積は３個の 6j 係数の積和で書け、Biedenharn-Elliot の関係式と呼ばれ
る。次の恒等式に注目しよう。
< ((j1, j3)J13, j2)J132, j4; J |(j1, j2)J12(j3, j4)J34; J >
=< ((j1, j3)J13j2)J132j4; J |((j1, j2)J12j3)J132j4; J >




< ((j1, j3)J13, j2)J132, j4; J |((j1, j3)J13j4)J134j2; J >
< ((j1, j3)J13j4)J134j2; J |((j3, j4)J34j1)J134j2; J >







































(7-5) と (7-6) を等置し、上の図を参照しながら (7-1),(7-2) を利用すると、以下の関係式












































9j 係数は (6-7) の様に６個の 3j 係数の積和で、6j 係数は (7-3) の様に４個の 3j 係数の積
和で表現出来る。従って、(6-7) 右辺の６個の 3j 係数の一部を 6j 係数に組み上げるならば、



















J ′ J13 j1
}
(7− 8)


















J ′ j1 j2
}
(7− 9)
どの 3j 係数を纏めて 6j 係数に組み上げるかという自由度があるから、実用的には、同種
の異なる関係式を書き下す事が可能である。この式は、 9j 係数の計算に利用される。
Racah は、CG 係数に対する顕な式と (7-3) から 6j 係数に対する顕な式を書き下した。
大きくはない角運動量が関与する場合に利用できる。
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大きな角運動量にも利用できる手法を次に紹介する。(7-7) で j′′1 = 1/2 とおき、 この特
殊な場合の 6j 係数に対する顕な式を代入すると、6j 係数に対する複数の漸化式を作る事が
出来る。これらの漸化式を組み合わせて、1/2 だけ角運動量が変化する部分を消去すると次
の１変数 (j1) のみの漸化式が導ける。








[{j21 − (j2 + j3)2}{(j2 + j3 + 1)2 − j21}{j21 − (J2 − J3)2}{(J2 + J3 + 1)2 − j21}]1/2
F (j1) = P (j1){−P (j1) + P (j2) + P (j3)}+ P (J2){P (j1) + P (j2)− P (j3)}
+ P (J3){P (j1)− P (j2) + P (j3)} − 2P (j1)P (J1)
この漸化式、(7-4) の和則及び以下の位相則を用いると、CG 係数の場合と同じ処方で 6j
係数が計算出来る。





= (−1)j1+j2+J1+J2 W (j1, j2, J2, J1; j3, J3) (7− 12)





 1 0 00 cosα − sinα
0 sinα cosα
 , Ry(β) =
 cos β 0 sin β0 1 0
− sin β 0 cos β
 (8− 1)
これから、
Rx(α)Ry(β) 6= Ry(β)Rx(α) (8− 2)
は自明であろう。この事は軌道角運動量の交換関係と密接に関係している。
スカラー場、ψ(r) がある座標系で与えられたとして、この場を原点を固定して、単位ベク





回転前後の位置ベクトルには、r′ = r + dr の関係があり、dr = nδθ × r の関係がある。
回転後のスカラー場 Rψ(r′) は、回転前のスカラー場 ψ(r) と次の関係にある。
Rψ(r) = ψ(r− δθn× r) = ψ(r)− (δθn× r) · ∇ψ(r) +O(δθ2) (8− 3)
右辺を Tayler 展開項で、p = −i~∇, `~ = r× p を用いると、
Rψ(r) = (1− iδθn · `)ψ(r) (8− 4)





ベクトルを n とし、回転前後の場を ψ′, ψ とすると、両者は以下の関係にある。
ψ′ = e−in·jψ (8− 6)




１) z 軸を回転軸とする角度 α の回転
２) 新しい座標系 (x’, y’, z’) に対し、y’ 軸を回転軸とする角度 β の回転
３) 更に新しい座標系 (x”, y”, z”) に対し、z” 軸を回転軸とする角度 γ の回転
このオイラー角に対する回転の演算子を R(α, β, γ) とすると、
R(α, β, γ) = e−i(γjz′′+βjy′+αjz) (8− 7)
と書ける。簡単な演算子操作の後、





Djm′,m(α, β, γ) =< j,m
′|e−i(α jz+β jy+γ jz)|j,m >= e−iαm′ djm′,m(β)e−iγ m (8− 9)







mm′(α, β, γ) (8− 10)
当然の事であるが、この変換はユニタリー変換である。
この D は、Wigner の D 関数と呼ばれ、対称軸を回転軸とする独楽の運動に対する波動
関数としても知られている。この場合、角運動量の二つの磁気量子数 m, m′ の一つは量子
化軸成分であり、もう一方は対称軸に射影した成分である。















Y`,m(β, α) (8− 12)






(2`1 + 1)(2`2 + 1)
4pi(2`+ 1)
< `1, 0, `2, 0|`, 0 >
× < `1,m1, `2,m2|`,m > Y`1,m1(θ, φ)Y`2,m2(θ, φ) (8− 13)
この場合、角運動量の保存則以外に、パリティーの保存則があるから、単純な CG 係数以外
の係数が登場している。３個の角運動量の重なり積分をする場合によく使用される。
球テンソル演算子と Wigner Eckart の定理
ある種の演算子は角運動量を持つ。又は演算子を特定の角運動量を有する演算子の和として
展開出来る。そこで、演算子 Tk,q が角運動量演算子との間に次の交換関係がある時、この演
算子を球テンソル演算子 (spherical tensor operator) と呼ぶ。
[j±, Tk,q] =
√
(k ∓ q)(k ± q + 1)Tk,q±1, [jz, Tk,q] = q Tk,q (9− 1)51





[Tk1 × Tk2 ]k,q =
∑
q1+q2=q
< k1,m1, k2, q2|k, q > Tk1,q1 Tk2,q2 (9− 2)
左辺は、次数が k, q の球テンソル演算子である。
球テンソル演算子の行列要素には、次の Wigner-Eckart の定理が成立する。





< j′||Tk||j > (9− 3)
CG 係数を用いて書くと、
< j′,m′|Tk,q|j,m >= 1√
2j′ + 1
< j,m, k, q|j′,m′ >< j′||Tk||j > (9− 3′)











２本の縦棒で特徴付けられる部分は、換算行列要素 (reduced matrix element) と呼ばれ
る。T がエルミートな演算子であると仮定すると、




状態 |j,m >, < j′,m| がどちらも Fermi-Dirac か Bose-Einstein 統計に従い両統計が混
じる事はないとし、Tk が両状態を結ぶ相互作用の一部であると考えると、j が (半)奇数な





< j,m′|T|j,m >= < j,m
′|(T · j)|j,m >
j(j + 1)
< j,m′|j|j,m > (9− 6)
この式により、磁気能率の演算子 µと角運動量演算子 j とを比例係数で結ぶ事が出来る。









2j + 1δj′, j, < j||j||j >=
√


























′||Tk||(α1, j1, α2, j2); J >=
√















































(2J + 1)(2J ′ + 1)



















(2J + 1)(2J ′ + 1)






δα′1,α1 δj′1,j1 (9− 13)
最後の方はかなり計算を省略したので、(9-10) でも導いておこう。
M =< (j1, j2)J12,M12|[TJ13 ×T24]J,M |(j3, j4)J34,M34 >







|j1,m1 > |j2,m2 >
が登場し、< j1,m1|TJ13,M13|j3,m3 > には Wigne-Eckart の定理を適用する。但しここで、
jˆ =
√















































































































× < j1||TJ13||j3 >< j2||TJ24||j4 >




























先ず、f(|~r1 − ~r2|) を多重極展開する。
f(|~r1 − ~r2|) = 4pi
∑
L,M




(L,ML, S,MS|J,M)YL,MxS,MS = [YL, xS]J,M
この記号を使用すると、




個別の相互作用に対しては、 gL(r1, r2) を計算出来ればよい。
テンソル力に対する多重極展開。
Vtens(1, 2) = VT f(|~r1 − ~r2|)S1,2
という形のテンソル力を考える。ここで、




(Y2(rˆ1,2) · [~σ1, ~σ2]2)















∑√4pi(2k1 + 1)(2k2 + 1)
5








(−)k1√3(2k1 + 1)(2k2 + 1)(k1, 0, k2, 0|2, 0)
W (k1, k2, 1, 1; 2, J)(Yk1,1,J ·Yk2,1,J)gk1,k2(r1, r2)
先に書き下した、中心力の場合を含めるように書くと、以下のように統一できる。







(−)k1√(2S + 1)(2k1 + 1)(2k2 + 1)(k1, 0, k2, 0|k, 0)





δ(~r1 − ~r2) = 1
r1r2






















V (1, 2)= exp (−β2|r1 − r2|2)
= exp {−β2(r21 + r22)} exp {i(2iβ2r1r2 cosω)}
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と書ける。ここで ω は rˆ1 と rˆ2 の角度である。後半部分を Rayleifgh 展開すると
gL(r1, r2) = i








Iν(z) = exp {−νpii
2































exp (−z)(1 + 1/z)
(４) 湯川型の相互作用
V (1, 2) =
exp (−β|r1 − r2|)
β|r1 − r2| = −h
(1)



















(１) f(r)=r2 h(r) と書いたとき、h(r) の多重極展開が知られている場合。













λ−`(trb)`(λ− `, µ−m, `,m|λ, µ)
×Yλ−`,µ−m(rˆa)Y`,m(rˆb)


















×(L, 0, 2− `, 0|k1, 0)(L, 0, `, 0|k2, 0)
(k1, 0, k2, 0|2, 0)
×W (k1, k2, 2− `, 2; 2, L)(sr1)2−`(tr2)`hL(r1, r2)
但し、~r = ~r1 − ~r2 であるから、s ＝１、t=−1 とする。r1, r2 の冪乗が登場するが、















下に示した、regularized two pion exchange potentialの特殊な場合として計算がされ
ている。原点付近で r−3 という振舞が嫌われている。結果だけ書くと、




























































ここでも、変形 Bessel や 変形 Neuman 関数が登場している。この結果の式で、β を
無限大とすると、OPEP の式が導ける。δ 関数の項は、r< = r> という関係を保持し
たまま β を無限大にすると出て来る因子である。
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